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Resumen

En este trabajo se presenta una reformulacin del modelo clsico de crecimiento de Solow
donde se incorpora una dinmica de la poblacin endgena. En lugar de asumir una tasa cons-
tante del crecimiento de la poblacin e independiente de las variables del modelo, desarrolla-
mos un modelo donde el crecimiento de la poblacin depende del salario real(o del consumo
per capita). Encontramos que, como en el modelo clsico de Solow, existe un estado estacio-
nario estable para la relacin capital trabajo, que es siempre menor que el que se deduce del
modelo original con tasa de crecimiento de la poblacin nula, pero no es necesariamente nico.
Hay una cantidad impar y solo el menor y el mayor son localmente estables. Finalmente se
realiza un estudio de estatica comparativa de los estados estacionarios al variar la producti-
vidad total de los factores y se comparan los resultados con los del modelo original.
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1. Introduccion

Los modelos de crecimiento apuntan, a grandes rasgos, a determinar los factores que de-
terminan el crecimiento en el largo plazo de una economia. Explicar y describir el fendémeno del
crecimiento, su velocidad y sus determinantes son su objetivo explicito.

Uno de los supuestos utilizados en el modelo, y en general usado en los modelos estandar
de crecimiento (Solow[23]-Swan[24], Ramsey[21]-Cass[12]-Koopman[18], Romer[22], Mankiw-
Romer-Weil[20]), es que la poblacion (asociada a la fuerza de trabajo) crece a tasa constante
n > 0. Esto implica que la poblacién crece exponencialmente. Si bien puede proporcionar una
aproximacion adecuada durante el periodo inicial, claramente no es realista, porque -creciendo
de manera exponencial- la poblacién tiende a infinito cuando el tiempo (1) tiende a infinito. El
supuesto, que condiciona fuertemente los resultados del modelo, claramente no es realista. La
evolucion de la poblacién en el Gltimo siglo[25] muestra que ha crecido, pero a tasa no contante
sino a tasa decreciente tendiendo a ser nula, e incluso negativa en algunas regiones. El princi-
pal objetivo del trabajo es introducir una poblacién endégena en el modelo de Solow, donde la
dinamica de la poblacion y mas concretamente, su tasa de crecimiento, esta determinada por
una funcin que depende del consumo per capita.

Recientemente varios estudios se enfocan en la reformulacion de los modelos de crecimien-
to introduciendo leyes de poblacion alternativas a la ley exponencial. Estos trabajos se pueden
dividir segun dos enfoques alternativos. Introduciendo leyes de poblacion que verifican algunas
propiedades que capturan los principales hechos estilizados de la dinamica de la poblacion (cre-
ciente, a tasa decreciente y tendiendo a cero) o dinamicas de la poblacion explicadas enddge-
namente por el modelo.

Los trabajos de Accinelli y Brida[1],[2],[3], de Bay[4], de Brida y Maldonado[10], de Cai[11]
y de Ferrara y Guerrini[14],[15], entre otros, se enmarcan en el primer enfoque. En estos, bajo
distintas hipotesis acerca de la dinamica de la poblacién se reformulan modelos de crecimiento y
se analiza la dinamica resultante. Bien sea utilizando leyes de poblacion particulares, utilizadas
en la demografia y otras ciencias sociales o leyes generales que cumplen algunas propiedades,
poblacion variable pero acotada, creciente a tasa decreciente, etc. Propiedades que se ajustan
al comportamiento observado de la poblacion mundial en los ultimos cien anos. Sin embargo,
estas vienen determinadas por fuera del sistema econdmico, la dinamica de la poblacién no esta
influenciada de ninguna forma por la evolucién de las variables del modelo, son exdgenas.

El segundo enfoque reformula los modelos de crecimiento, pero en lugar de asumir leyes
de poblacién exdgenas, la dinamica de la poblacion es endégena al modelo, permitiendo la
interdependencia entre las variables del modelo y el comportamiento de la poblacion. Hay varios
modelos tedricos que incorporan la relacion entre una de las determinantes de la evolucién de
la poblacion, la tasa de fertilidad y el crecimiento econémico. Quizs los mas relevantes sean
Galor[17], Benhabib y Nishimura[9], y Becker, Murphy y Tamura,[7], entro otros.

Todos estos desarrollos teoricos, desde distintas perspectivas (economia de las familias,
teorias del capital humano, teorias de crecimiento) y a través de distintos mecanismos de trans-
misién, explican como la dinamica de la poblacién y el desempefo econdmico estan estrecha-
mente interrelacionados. Sea por simple aritmética (efecto negativo del crecimiento de la pobla-
cion sobre el ingreso per capita), por salarios diferenciales entre hombres y mujeres (Galor y



Weil[16]), por los costos de criar hijos el costo de oportunidad (Becker[5] y Becker y Lewis[8])
o por los retornos crecientes del capital humano (Becker y Barro[6]). Independientemente del
mecanismo causal, en general, se postula una relacion inversa entre la tasa de crecimiento de
la poblacion (fundamentalmente explicada por la fertilidad) y el nivel del ingreso per capita. Esta
relacion, por otra parte, es la observada en las principales economias modernas, donde convi-
ven altos niveles de ingreso con tasas de crecimiento de la poblacion extremadamente bajas en
relacion con las de economias con niveles bajos de ingresos.

Finalmente, Corchon[13] reformula el modelo de Solow bajo un enfoque Malthussiano, la tasa
de crecimiento de la poblacion es una funcién creciente del salario real. Con esta especificacion
muestra la posibilidad de equilibrios multiples, dependiendo de la dinamica de la poblacién. En
nuestro trabajo se sigue el procedimiento utilizado por Corchon[13], con dos diferencias. Por un
lado se generaliza la funcion de produccion. Este trabajo no realiza una especificaciéon explicita
de la funcion. Por otro lado se asume un crecimiento de la poblacién positivo, donde para un
rango de niveles del consumo percapita crece a tasa creciente y luego de un umbralcrece a
tasa decreciente y se converge a una cota minima cercana a cero. Por lo tanto, nuestro trabajo
generaliza los resultados de Corchon para un tipo especifico de crecimiento de la poblacion.
El comportamiento en el primer tramo refleja las ideas malthusianas respecto a la dinamica de
la poblacion y el despeno economico. El segundo tramo (donde la poblacién crece pero a tasa
decreciente) se inspira en los aportes tedricos de Becker fundamentalmente.

El trabajo esta ordenado como se sigue, en la seccion siguiente presentamos una reformu-
lacion del modelo de Solow-Swan y caracterizamos la solucion. El la seccion 3 se realiza un
ejercicio de estatica comparativa y finalmente en la seccién 4 se plantean las conclusiones.



2. Reformulacion del modelo de Solow-Swan

La versién estandar del modelo asume una economia que produce un bien compuesto, que
puede ser consumido o usado en la produccion del propio bien. La economia esta dotada de
una tecnologia definida por una funcién de produccion F(K, L), donde K es el stock de capital
y L es el nivel de la fuerza de trabajo, que cumple las siguientes propiedades:

Y(t) = AF(K(t), L(t)) (1)
donde A es la productividad total de los factores y F' verifica las propiedades usuales:

ORIGL) DPUSL) o PRUSL) o DEUSL

2. F(K,0)= F(0,L) = 0;YK, L € R*.

3. F(AK,\L) = \F(K,L);V\, K, L € R*(retornos constantes a escala).

4, KHmOBF(gII?L) = Lﬁmo% = o005 lim oFKL) — , Jim OFUE) — ) (condiciones de
— — —400 — 100
INADA).

El capital se deprecia a una tasa constante 4, y el producto puede ser usado como bien de
consumo o inversion:

Y(t) = AF(K(t), L(t)) = C(t) + K(t) + 6 K(t),6 € (0,1) (2)

El ahorro es una fraccion fija, s del producto, de donde la acumulacion de capital es:

K(t) = sY(t) — 6K(t) (3)
K(t) _ Y@ o YO)LW  Afk®)
m—sm—é—smm—d—s 0 -0 (4)
donde k(t) = £ y f(k(t) = TELLO)

K@) _ KM K@) _ K@) _ Af(K)
K@) LOKQ L0 k)

El supuesto de crecimiento de la poblacion es una innovacién que incorpora nuestro mode-
lo respecto al modelo planteado por Solow-Swan. Este ultimo utilizaba una tasa de crecimiento
constante, esto implica que la poblaciénn total crece exponencialmente. Este supuesto pareceria
adecuado a mediados del siglo XX, aunque pareceria poco creible observando la dinamica de
la poblacién desde mediados del siglo XX. En el contexto donde se desarrollaron los modelos
dinamicos de crecimiento como el Solow-Swan o Ramsey-Cass-Koopman este supuesto pare-
ceria creible (ver grfico 1 ). Sin embargo, en nuestro modelo (siguiendo a Corchén), la dinamica

k(t) — ok (5)



Figura 1: Evolucion de la poblacion mundial. Periodo 1750-2100.
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de la poblacién se desprende de la trampa Malthusiana y busca reflejar la evolucién de la pobla-
cion mundial en perspectiva histérica reflejando la dinamica de los Gltimos dos siglos.

La evoluciéon de la poblacion, no fue exponencial, la transicién demografica mundial llevo
a una desaceleracion en el crecimiento de la poblacién. Segun estimaciones de las Naciones
Unidas[25], la poblacion dejara de crecer y se estancara entorno a a fines del siglo XXI(suponiend
una variacion de la fertilidad media). Esto queda reflejado en el grafico a continuacion, el cual
muestra una evolucion de la tasa de crecimiento de la poblacion mundial decreciente.

Figura 2: Tasa de crecimiento de la poblacion mundial. Periodo 1950-2100.
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Esta evidencia, nos permite argumentar que este tipo de modelos, en particular el Solow-
Swan, tienen una debilidad fuerte en este supuesto. El cual parece poco discutido a excepciéon
de algunos casos ya comentados. Se podria, entonces, afirmar que poco se ha discutido y cues-
tionado sobre este supuesto en la literatura tedrica.

Estas observaciones, nos motivaron a modificar la formulacion incorporando finalmente una
evolucion distinta de la tasa de crecimiento de la poblacion a lo largo del tiempo. Como mos-
tramos en la figura 2 la tasa de crecimiento no es contsante, sino que es positiva a tasa de
creciente en el trama desde 1960 hasta la fecha de este paper. Esto se formaliza a continuacin,
dinamizndola a través del consumo per capita en la economia, donde se asume que el nimero
de trabajadores y consumidores coincide y su tasa de crecimiento depende del consumo:

L(t)
——= =n(c(t)), n(c) >0,Ve 6
T = "), (o) 2 6)
donde n(.) es una funcion continua, diferenciable y existe ¢y tal que n’(¢) > 0, Ve < ¢y , ¥
n'(c) < 0,Ve > cg. Yademas: lim n(c) =0

w—>-+00

Notar que una tasa de crecimiento de la poblacién constante como en el modelo de Solow
es caso particular, ya que n(c) = cte

La dinamica de la poblacion es enddgena, a diferencia del modelo de Solow-Swan tradicional.
Respecto al caso de Corchdn, se agrega una variante. La dinamica de la poblacién depende del
consumo de los individuos ¢(t) = (1 — s)Af(k(t)). De esta manera se vincula al igual que en el
modelo de Corchn, la poblacién con las variables econdémicas del modelo.

Figura 3: Ejemplo de forma funcional de n
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En terminos per capita la acumulacién de capital es:

o~ 21 DT
Y reemplazando en la ecuacion (6):

k(t) =

_O(K/L) KL KL K K L K
7~ k)n(e(t) (7)



Af(k) =c+k+[n(c) + k= (1 —s)Af(k) + k+ [n((1 — s)Af(k)) + 0]k (8)

La ecuacion de acumulacion de capital per capita:

% _AfR) - (1k‘ AR 1= 9 AF()) + 6 (9)
go= &= agm 4o (10)

y es la ecuacion diferencial que describe la dinamica del modelo.

2.1. Solucion del modelo

El modelo queda definido por la dinamica que surge de la tasa de crecimiento del capital per

capita (gx) i .
o= 5 ey = T 5o sarm) (1)

Proposicion 1. E/ modelo admite al menos un estado estacionario

Demostracién. Es claro que la funcién g, = ") _ 5 _ n((1 - s)Af(k)) tiende a +oo cuando

k — 0. Al ser una funcién continua, toma valores positivos en un intervalo cercano a cero.

Cuando k — +oo la funcion tiende a —d —n((1 —s)Af(k)) < 0 ya que n(c) > 0, Ve. La funcion
gk = 8‘4%(’“) —0—n((1—s)Af(k)) (continua) cambia de signo en (0,+o0) y por lo tanto tiene al
menos una raiz.

O

Proposicion 2. Sea k, el valor de equilibrio del capital per capita que se deduce del modelo
de Solow con tasa de crecimiento de la poblacion nula, esto es, el que cumple la condicion:
Af(ks) _
S =0
El valor del capital per capita de equilibrio del estado estacionario es siempre menor o igual
que k,

Demostracion. Si n((1 — s)Af(ks)) = 0 se cumple que k* = k, ya que s24") = 5. Sin((1 -
s)Af(ks)) > 0 se cumple que la funcidon G toma valores positivos para valores de k cercanos
a cero y un valor negativo en ks ((G(ks) < 0)) entonces se puede afirmar que existe k* tal que

G(k*) =0y ademas, k* € (0,k;) estoes: 0 < k* < ks O

A continuacin se muestra que el equilibrio es localmente estable si cumpla la condicin de que
la tasa de crecimiento del capital per capita es negativa.



Proposicion 3. Sigk < 0, el equilibrio es localmente estable.

Demostracion. .
g(k)k =k = g (k") k" + [g(k)K]' [k — K] (12)
Como
lg(k)E]" = [g(k)]'k + g(k)K’ (13)
k= g(k*)k*k + g(k*) k™2 (14)
k(t) = z - e9W)RE | pe (15)
Si g(k*)" es negativo el equilibrio es estable
O
Proposicion 4. Si se cumple la condicion :
/ J—
o[ EREZEE i1 — ) PP )= ) # 0 (16)

k2
hay una cantidad impar de equilibrios, el menor y el mayor alternan y son localmente estables.

La condicin (16) asegura que no existan races dobles. Por lo tanto, considerando ?? existir un
nmero impar de equilibrios. Adems el primero y el Itimo cumplen con la condicin de que (16) es
negativa en el valor k de equilibrio por lo tanto por la proposicin 3 se puede afirmar la estabilidad

3. Esttica Comparativa

En este aparatado se realiza algunos ejercicios de esttica comparativa. Estos arrojan luz
sobre la importancia de asumir nuevos supuestos, en los posibles equilibrios y las consecuencias
tericas que conlleva.

En este apartado se realiza un ejercicio de esttica comparativa, utilizando la funcin de tasa
de crecimiento de poblacin dependeiente del consumo per capita de la economa.

Proposicion 5. Suponiendo estado estacionario y con una funcin de produccin Hicks-Neutral
F(k) = A.f(k). Un pequeo incremento de A incrementa el k de estado estacionario( k*) <
(- AFR)] _ s

k* 1—s

Demostracion. Primero se diferencia totalmente la dinmica de crecimiento del capital, valuada
en el ptimo. En este caso, el diferencial total es igual a cero.

Af'(k)k — Af (k)
k2

d* = [(1=8) AR AF (k) dk* (1=s)+ L P g A [(1=s) AF ()] (1) F(R)dA = 0

dgr = s I
(17)




Se divide ambos lados de la ecuacin por el diferencial de A:

(s [ALWEZATB] i1 agwiarm - = L8 i gaswia- s
(18)
Se obtiene:
dk* _ LB — w/[(1 = 5) AF(K))(1 = 5) f (k) 19)
A s [FFOEAE] - w1 - ) Af(R)AS (R)(1 - 5)}
Simplificando:

dk* S0 (1 - ) AF(R))(L - 5)F(K)
dA  Afs [POE] — (1 — s)Af (k)] (k)1 - )}

(20)

El denominador de la ecuacin es negativo, ya que la derivada de la g, es negativo en estados
atractores. Por lo tanto, el nmerador de la ecuacin 20 debe ser negativo para que % >0

Entonces, <% — g/[(1 — $)Af (k)1 — 5) f(k) > 0 < (e Z)Af(k)] <: - -

O

Al igual que en [13] se encuentra que el efecto de la tecnologa es ambiguo. Nuevamente la
diferencia entre el modelo de Solow y el nuestro es que: en el modelo de Solow-Swan siem-
pre generaba un aumento del capital de equilibrio.En nuestro caso eso depende de la tasa de
crecimiento de la poblacin.

Proposicion 6. Suponiendo estado estacionario y una funcin Hicks-Neutral F(k) = A.f(k).
En el Estado Estacionario un pequeo incremento de A incrementa el ingreso per capita estado
estacionario

Siendo y* = A.f(k*)

dy* = f(k")dA+ Af'(k)dk (21)
Se divide ambos lados de la ecuacin por el diferencial de A:
dy* _ * / * dk*
aq = )+ A () (22)
dy* WL = s)AF(k))(1 = s)f (k) — LEE
= f(k"){ 1 23
a4~ { s [T (1 A7) ) (L 5} -
dy* . s (k")
dA = f(k ) (k") k*—f(k) b (24)

{s [P — () (k) (1 - 5)}



En este caso se generaliza el resultado de Corchn y se encuentra al igual que en el modelo
de Solow-Swan un efecto positivo en el ingreso percapita del incremento del cambio tecnolgico,
aunque este efecto se ve mediado por la tasa de crecimiento de la poblacin.

Proposicion 7. Suponiendo estado estacionario y con una funcin de produccin Hicks-Neutral
. . . . 1
F(k) = A.f(k). Un pequeo incremento de s incrementa el k de estado estacionario si < i

—n/[(1—s)Af (k)]

Demostracion.
/ —
dgr = s Af (k)ka Af(k)} dk* —n'[(1—3s)Af (k) Af' (k)dk*(1—s)+ AJ;(mds—n'(—Af(k))ds =0
(25)
Se divide ambos lados de la ecuacin por el diferencial de A y reordenando. Se obtiene:
i _ A (- AF(R)) 6
ds  {s [ALOEATR] — (1 — ) AF(R)AF (k)(1 - 5))
Simplificando:
* Af(k) {—% —n/
dk* f(k) { E—n } @7)

ds (s [APOICATRT (1 — ) A (R)|AS(K)(1 — 5)}

Entonces el efecto de un cambio en la tasa de ahorro solo es positivo, si se cumple que
n' > —%. O

En fases de tasas de crecimiento crecientes el efecto de un cambio en la tasa de ahorro
tiene como consecuencia un cambio positivo en el capital per capita de equilibrio. Sin embargo,
en perodos con desaceleracin en el crecimiento de la poblacin, aumentar el ahorro no tiene
incrementos en el capital de estado estacionario. En el caso particular en que »n’ sea igual a %
no habra efectos. Este resultado contradice el modelo de Solow-Swan, as como el resultado que
plantea Corchn, 2016 en su caso particular.

4. Conclusiones

En este trabajo se utiliz6 el modelo de Solow-Swan-Corchoén. En el cual se supuso una tasa
de crecimiento de la poblaciéon no constante sino enddgena que depende del consumo per ca-
pita. EI mismo, aporta nuevos resultados en la literatura de crecimiento y economia matematica,
generalizando el modelo de Solow-Swan posteriormente reformulado por Corchén. La particu-
laridad de este trabajo es que se generaliza los resultados de Corchon. A su vez, se mostré
que no necesariamente existe una solucion Unica a la que converge la economia. A diferencia
de Solow-Swan nuestro modelo muestra, que se pueden alcanzar multiples equilibrios depen-
diendo de las especificaciones funcionales que presente el modelo. Entonces, la explicacion de
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convergencia que surge de Solow-Swan ya no es valida porque puede haber clubes de paises
que con iguales funciones de produccién depreciacion del capital, tasas de ahorros y sin embar-
go se encuentren en fases diferentes de la transicion demografica lo que los lleve a equilibrios
diferentes en capital, consumo, ahorro, inversion. Por lo que en este caso no habria convergen-
cia. A su vez, el efecto del cambio tecnoldgico ya no es trivial, sino que depende de la fase de la
transicion demografica en la que se encuentre la economia.

Atando ambos resultados anteriores, se podria argumentar que el cambio tecnolégico desem-
bocaria para algunos casos en el pasaje de un equilibrio no deseable a uno Pareto superior. Sin
embargo, también podria significar el pasaje de un equilibrio éoptimo a otro Pareto inferior, o
también la perpetuidad en un equilibrio inferior en términos de Pib per capita. Por lo tanto, la
incorporacion de tecnologia, no traeria como resultado necesariamente un incremento del ca-
pital per capita 6ptimo, sino que se podria converger a resultados relativamente no deseados.
Claramente esta reconfiguracin del modelo Solow-Swan, nos arroja nuevos equilibrios, nuevas
soluciones y relaciones tedricas que levantan algunas crticas y limitaciones del modelo tradicio-
nal.
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